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A Generalisation of Schriodinger’s Wave Mechanics for Relativistic Regions of Validity

A scalar wave equation is derived which can be applied to the relativistic motion of charged par-
ticles in slowly varying electromagnetic fields and which is valid in a sufficiently small energy inter-
val, if spin effects can be neglected. Since this wave equation is a linear partial differential equation
of first order in the time derivative but of second order in the space derivatives, it is not relativistically
invariant. But it is possible to define a positively definite particle density from which a conservation
law can be derived. The main success of this theory is a very simple generalisation of the Schrodinger
theory of classical wave mechanics in such a way that it can be also applied to relativistic particles.

1. Einleitung

Es gibt Aufgabenbereiche in der Physik, in denen
man die Bewegung relativistischer Elektronen wellen-
mechanisch zu berechnen hat, wo aber der Elektronen-
spin praktisch keine Rolle spielt. Als Beispiel sei hier
nur die Berechnung der Beugung von Elektronen hoher
Energien in elektronenoptischen Abbildungsgerdten ge-
nannt. In solchen Féllen erscheint es zum Zweck der
Vereinfachung der Rechnungen wiinschenswert, statt
der streng giiltigen Dirac-Gleichung eine einfache
skalare Wellengleichung zu verwenden.

Das Ziel dieser Arbeit ist die Aufstellung einer solchen
Wellengleichung. Diese soll im Gegensatz zur Klein-
Gordon-Gleichung nur die Zeitableitung erster Ord-
nung enthalten, was unter erfiillbaren Voraussetzungen
ndherungsweise moglich ist. Die Wellengleichung stellt
damit eine natiirliche Verallgemeinerung der Schro-
dinger-Gleichung der nichtrelativistischen Einteilchen-
theorie in relativistische Bereiche dar.

Eine Wellengleichung, welche nur die Zeitableitung
erster Ordnung, aber hohere Ableitungen nach den
Ortskoordinaten enthilt, kann in dieser Form nicht
relativistisch invariant sein. Bei Problemen, bei denen
es ein in natiirlicher Weise ausgezeichnetes Bezugs-
system gibt, wie das Laborsystem in dem oben genann-
ten Beispiel, spielt dieser Mangel aber praktisch keine
Rolle, ebensowenig wie er in der gesamten nichtrela-
tivistischen Quantenmechanik stort.

Auch wird die Reduktion auf eine Wellengleichung
von erster Ordnung in der Zeitableitung eine Einschrin-
kung des Giiltigkeitsbereiches auf ein schmales Energie-
intervall erforderlich machen, was aber bei vielen Beu-
gungs- und Streuproblemen nicht sehr storend ist, so
daB noch ein interessanter Anwendungsbereich der
nachfolgend dargestellten Theorie vorhanden ist.

2. Aufstellung der relativistischen Wellengleichung

Die Bewegung eines Elektrons im elektromagneti-
schen Feld, dargestellt durch dessen Potentiale V (r,t),
A (r,t), wird im Rahmen der relativistischen Wellen-
mechanik bekanntlich durch die Dirac-Gleichung

D ¥(r,t) (eY)
=[ca-p+Bmyc2 —eV(r,t) — ik (8/0t)] ¥ (r,t) =0

beschrieben. Darin ist
p=—ihV +eA(,t) 2)

der Operator des Teilchenimpulses. Offensichtlich gilt
mit (1) auch die iterierte Dirac-Gleichung

D2¥(r,t) =0. (3)

Die Ausfithrung dieser Iteration unter Beachtung der
Vertauschungsrelationen der Diracschen Operatoren
a, B fiihrt in bekannter Weise auf:

P2+ (mocR ¥ — () (eV + iR @ROR Y
= —ehBo ¥ + (ieh/c) E-a ¥,
wobei E(r,t) und B(r,t) die Feldstiarken des elektro-
magnetischen Feldes sind.
Bei hohen Teilchenenergien E werden die Spin-
Wechselwirkungsterme auf der rechten Seite von (4)
vernachldssigbar klein, es gilt:

ehic2 |B| < E2, efic|E| < E2. 5)

Interessiert man sich nicht fiir diese sehr kleinen Zusatz-
glieder, so kann man sie in guter Niherung vernach-
lassigen und erhilt so die Klein-Gordon-Gleichung

P2+ (moe)2 ¥ = (1/c2) (eV + ik (3/3)2 ¥ . (6)
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Da alle vier Komponenten des Dirac-Spinors ¥ nun
dieselbe Wellengleichung erfiillen, reicht eine skalare
Wellenfunktion ¥, zu der diese Komponenten propor-
tional sind, fiir die Beschreibung der Wellenausbreitung
aus. Das bedingt natiirlich, daB3 der Diracsche Ausdruck
fir die Teilchenstromdichte nicht mehr anwendbar ist
und statt dessen eine andere Formel hierfiir gefunden
werden mufB.

Die Klein-Gordon-Gleichung (6) hat bekanntlich
den wesentlichen Nachteil, daB sie die Zeitableitung
zweiter Ordnung von ¥ enthilt. Diese 148t sich jedoch
unter plausiblen und oft erfiillten Bedingungen elimi-
nieren. Gl. (6) wiirde eine harmonische Zeitabhingig-
keit von ¥ gestatten, wenn die Potentiale ¥V und 4
zeitunabhéngig wiren. Die Wellengleichung

(— A7 + e Ao(r))2 Po(r,t) + (moc)2 Po(r,t)

— (1) (Vo) + ih @2 oty O
besitzt eine Losung in der Form

Wo(r,t) = x(r)exp {— iEot/h}, (8)
wobei Ejp ein Eigenwert der zugehoOrigen stationdren
Wellengleichung ist. Gilt nun beispielsweise ©)

A(r,t) = Ao(r) + A'(r,t), V(r,t) = Vo(r) + V'(r,1),
wobei A" und V" kleine Stérpotentiale sind, gilt ferner
|A'| < (Eo/h) |A’], |V'| < (Eo/B)| V'], (10)

so ist fiir die Losung der Wellengleichung (6), in welche
(9) als Potentiale einzusetzen sind, folgender Ansatz
moglich und sinnvoll:

Y(r,t) = y(r,t) exp {— iEot/h} . a1

Die Funktion w(r,?) kann sich von yx(r) nur um ein
kleines Storglied unterscheiden. Insbesondere muf} sie
zeitlich sehr langsam verdnderlich sein:

19 (r,1)| < (Eo/h) |p(r,1)] . 12)

Im folgenden wird von (7) bis (10) nicht explizite
Gebrauch gemacht werden. Diese Beziehungen sollen
nur verdeutlichen, daB der Ansatz (11), (12) moglich
ist. Die weiteren Uberlegungen bauen allein auf (11)
und (12) auf. Im folgenden wird E¢ = mgc2 + eU
gesetzt. Bei der Behandlung von Streuproblemen, die
hier hauptsidchlich in Betracht kommen, ist dann eU
definiert als Erwartungswert der kinetischen Energie
im asymptotischen Raumbereich, in welchem die Po-
tentiale A(r,z), V (r,t) verschwinden sollen. Bei der
Behandlung gebundener Zustinde, die ebenfalls mog-
lich ist, muB man von (7) bis (10) explizite Gebrauch
machen, und Ej ist dann als Eigenwert definiert.

Setzt man (11) in (6) ein, so kann man wegen (12)
das Glied mit % als ein von zweiter Ordnung kleines
Glied vernachldssigen. Mit der Einfiihrung einer ver-
dnderlichen, aber stets positiven Masse gemal}
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m(r,t) = (1/c2) (Ey + eV (r,1)) 13)
= mo + (e/c?) (U + V (r,1))
erhélt man nach einiger elementarer Rechnung
P2y = p2r,0)y + 2ik Jm @fer) (Ymy) . (14)
Darin ist die Funktion p2(r,¢) definiert durch
pA(r,t) = 2 (m2(r,1) — m}) @1s)

=2mpe (U + V)(1 + (e(U+ V)/2myg c?)).

Im Falle verschwindender Energieunschirfe und zeit-
unabhingiger Potentiale hat p2(r,t) die anschauliche
Bedeutung des klassischen Impulsquadrats des Teil-
chens. Im Falle gebundener Zustinde wird m < my,
also p2 < 0, was aber keineswegs die Giiltigkeit der
hier durchgefiihrten Uberlegungen beeintrichtigt.

Die Wellengleichung (14) hat bereits die in der Ein-
eitung beschriebene Form einer linearen partiellen
Differentialgleichung von erster Ordnung in der Zeit-
ableitung und von hoherer Ordnung in den Ableitungen
nach den Ortskoordinaten und ist als solche nicht
relativistisch invariant. Sie gilt in einem ausgezeich-
neten Bezugssystem, welches in der Regel das Labor-
system ist. Dariiber hinaus ist sie invariant in Bezug
auf Galilei-Transformationen.

Die Einschrinkung (12) bedeutet, daBB die Unschirfe
AE der Energie klein gegen die Energiekonstante Ej
sein soll, daB sich (14) also nur auf solche Wechsel-
wirkungsprozesse anwenden ldBt, die sich in einem
hinreichend kleinen Energieintervall um den Mittelwert
E, abspielen.

3. Vergleich mit der Schrodinger-Gleichung

Die hier vorgeschlagene Wellengleichung (14) und
die daraus spiter durch Transformation gewonnene
Normalform (22) sind insofern mit der zeitabhéngigen
Schrodingergleichung vergleichbar, als alle diese Wel-
lengleichungen von erster Ordnung in der Zeitableitung
sind. Diese Reduktion der Ordnung der Wellengleichung
wird erkauft durch Einschrinkung des Giiltigkeits-
bereichs auf ein geniigend kleines Energieintervall.
Dieses enthilt bei der Schrodingergleichung die Ruhe-
energie mgyc2, wihrend hier der Mittelwert Ej =
moc2 + eU ist. Da die Konstante U keinen Ein-
schrinkungen unterliegt, hat man hier einen groBeren
Anwendungsbereich der Theorie zur Verfiigung.

Ein bedeutender Unterschied ‘liegt darin, daB im
Giiltigkeitsbereich der Schrodingergleichung die po-
tentielle Energie dem Betrage nach klein gegen die
Ruheenergie sein muB, |e V| < myc2. Von dieser Ein-
schriankung ist die vorliegende Theorie frei, da (10)
eine wesentlich schwichere Forderung darstellt. In den
folgenden Abschnitten wird dargelegt werden, wie sich
der Formalismus der Schrodingerschen Wellenmecha-
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nik durch Beriicksichtigung der Abhédngigkeit der Teil-
chenmasse vom Potential —e V' verallgemeinern 146t.
Dies konnte beispielsweise bei der Behandlung von
Streuprozessen an Hiillelektronen auf den innersten
Schalen von Atomen mit groBer Ordnungszahl von
Interesse sein.

Ist diese Abhéidngigkeit der Masse vom Potential
schwach, d.h. stellt das rdumlich und zeitlich verdnder-
liche Potential V (r,t) eine kleine Storung dar, fir
welche |eV | € Ej gilt, so ist die einfachste Verall-
gemeinerung der Schrodingergleichung die als Sonder-
fall aus (14) folgende Wellengleichung

P2y = piw + 2my (e Vy + ik (By/er)),  (16)

in welcher p2 bzw. m,, die asymptotischen Werte der
Funktionen p2(r,t) bzw. m(r,t) sind, d.h. die Werte
fur V(r,t) > 0. Gleichung (16) unterscheidet sich von
der Schrodingergleichung formal nur in den Konstanten
p2 und m,. Sie ist beispielsweise brauchbar fiir die
Behandlung von Streuprozessen in erster Bornscher
Niherung. Die im folgenden behandelte Theorie ist
dagegen wesentlich allgemeiner.

4. Die Kontinuititsgleichung

Aus (14) 14Bt sich eine Kontinuititsgleichung fir die
Teilchenzahl ableiten. Erweitert man (14) mit y* und
die zu (14) konjugiert komplexe Gleichung mit v,
subtrahiert dann die so entstehenden Gleichungen, so
erhdlt man bis auf einen beliebigen, konstanten und
positiven Faktor C:

@©/ot)o(r,t) + divj(r,t) =0 a7
mit der Teilchendichte
e(r,t) = Cm(r,1) [y(r,1)|2 (18)
und der Teilchenstromdichte
j(r,t) = (A CJ2i) (y* grad y — y grad v*) (19)

+ (e d(r, t)o(r,t)/m(r, 1)) .

Aus (17) folgt der Erhaltungssatz [ o(r,7) d3r = const.
Es ist moglich, dieses Integral auf 1 zu normieren, so
daB o(r,t) eine gewohnliche positiv definite Teilchen-
dichte darstellt. Dazu muf} gelten:

[me0) lpe.02dr =M, C=(1/M). Q0)
Die GroBe M hat die Bedeutung einer konstanten
gemittelten Masse, die jedoch keine unmittelbare
physikalische Bedeutung hat. Man kann nidmlich (17)
nicht als Kontinuitdtsgleichung der Energie deuten,
weil die Teilchenenergie bei einer expliziten Zeitab-
hédngigkeit der elektromagnetischen Potentiale im all-
gemeinen nicht erhalten bleibt.
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5. Die Normalform der Wellengleichung

Der Faktor m(r,t) in der Teilchendichte (18) bzw.

Jm(r,t) in der Wellengleichung (14), der sich in man-
cher Hinsicht storend bemerkbar machen konnte, 1463t
sich durch eine einfache Transformation beseitigen:

O(r,1) = \(m@r,0)/M) y(r,1) .

Man erhilt dann die Wellengleichung in ihrer Normal-
form:

@2n

H D(r,t) = ik (0/0t) D(r,t) . 22)

Fiir den Operator H wird folgender Ansatz gemacht:
H=p-F(r,t) p — G(r,t). (23)

Geht man mit (21), (22) und (23) an die Umformung
von (14) heran, so erhidlt man nach einigen elementaren
Rechnungen das Resultat:

H=p-(12m@,0)p — (122 \m(r, 1) & (1/ym(r,1))
— (p2(r,0)[2m(r,1)), 24

wobei der A-Operator im zweiten Glied nur auf den
Faktor m~1/2 wirkt, nicht auf die Wellenfunktion, auf
die H anzuwenden ist. Ersichtlich ist dieser Hamilton-
Operator hermitisch.

Das zweite Glied in H 148t sich im Fall der Teilchen-
bewegung in elektrostatischen Feldern umformen zu:

— (B22{m @) A (1Ym @)
— — (3212 |[EP[8mdcY) .

(25)

Es ist in den allermeisten Féllen bedeutungslos; man
kann es ebensogut vernachldssigen, wie in (4) die Spin-
Glieder vernachldssigt wurden. Hingegen wird das im
ersten Term von (24) implizit enthaltene in E lineare
Glied beriicksichtigt.

Die Ausdriicke fiir die Teilchendichte und die Teil-
chenstromdichte lauten nun:

o(r,t) = |D(r,1) 12, (26)
Jj(r,t) = (B)2im(r,t)) (@* grad @ — D grad D*)
+ (e A(r,0) o(r,t)/m(r,1)) . @7

Das Bestehen der Kontinuitédtsgleichung (17) mit den
Ausdriicken (26) und (27) fiir die Teilchendichte und
die Teilchenstromdichte 148t sich auch direkt aus der
Wellengleichung (22) ohne den Umweg iiber (14) be-
weisen.

6. Erwartungswerte von Observablen

Der einfache Ausdruck (26) fiir die Teilchendichte
legt es nahe, den Erwartungswert einer beliebigen
Observablen A4, welche durch einen hermitischen Opera-
tor A dargestellt wird, in bekannter Weise durch den
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Ausdruck
<A>=j'd5*A<I>dr=:(¢>,Ad>) 28)
= (1/2)(P,42) + (1/2) (4 D, D)

darzustellen. Dann gilt in iiblicher Weise fiir die Zeit-
ableitung von {(A4)>:
(d/dr) <4> = (D, (d4/dr) D),

(d4/dr) = (3A4/at) + (i/k) [H, A].

(29

Speziell gilt fir den Geschwindigkeitsoperator (30)

v = (dr/dr) = p(1/2m) + (1/2m) p = (1/y/m) p (1/{m).

Fiir jede Observable F, deren Operator in der Ortsdar-
stellung eine Funktion F (r,?) ist, gilt: 31)

(dF/dt) = (oF/et) + (1/2) (v -grad F + grad F-v),

wobei das erste Glied rechts die explizite Zeitabhidngig-
keit darstellt und das zweite die konvektive.

Wenn man die Masse m(r,t) als eine rdumlich und
zeitlich sehr langsam verdnderliche Funktion ansehen
darf, was bedeutet, dal

lgrad m| < (Ipl/)ym, |m| < (1/h) [p|2 (32

gilt, dann folgt unter Vernachlissigung von Gliedern
mit zweiten Ableitungen von m fiir die Zeitableitungen
von Impuls und Energie:

(dp/dt) = — e E — (¢/2) v xB — BXv), (33)
(d/dt)y(H+eV)= —(e/2)(v-E+ E-v). (34)

Der Erwartungswert {E> des Hamilton-Operators H
ist genau dann eine Konstante, wenn die elektromagne-
tischen Potentiale nicht explizite von der Zeit abhdngen.
Dieser Erwartungswert hat dann die Bedeutung der
Differenz zwischen der gesamten Teilchenenergie und
der Energiekonstanten Eg = mgc2 + eU. Aus dem
Bestehen der Voraussetzung (12) folgt, daBB [<E>| < Ej
gelten muB3, dieser Erwartungswert also nur eine kleine
Storung sein kann.

7. Lagrange- und Hamilton-Dichte des Feldes

Es ist moglich, die Normalform (22) der Wellenglei-
chung mit dem Hamilton-Operator (24) aus einem
Variationsprinzip abzuleiten. Dieses lautet in bekannter
Weise 6 [ L d3r = 0, wobei hier speziell fiir die zuge-
horige Lagrange-Dichte

L= —Q0/2m@r1) |p®2+ G (r,t) | P2

— 1 Im (D* (3/ot)) (33)

gilt. Dabei ist G (r,?) bis auf das Vorzeichen durch die
letzten beiden Glieder von (24) definiert. Die Aufstel-
lung der Eulerschen Differentialgleichungen zu (35),
bei der die Funktionen @ und ®* als unabhingige
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Feldvariable behandelt werden, ergibt gerade (22) sowie
die dazu konjugiert komplexe Wellengleichung. Die
zugehorige elementare Rechnung soll hier nicht wieder-
gegeben werden.

Die aus der Lagrange-Dichte (35) gemal

H = & (OL[2d) + d* (3L/od*) — L (36)
sich ergebende Hamilton-Dichte H errechnet sich zu
H=Q0/2m)|p®2— G (rt)|D[2. (37

Vernachldssigt man das durch (25) gegebene Glied,
so 14Bt sich (37) wegen (13) und (16) umformen zu:

H+eU+V)|®2 (38)
=1/2m)(Ip P12 + (e2/c)) (U + V)2 |D[2).

Die rechte Seite, welche stets positiv ist, hat in konser-
vativen Systemen die Bedeutung einer Dichte der kine-
tischen Teilchenenergie.

Mittels partieller Integration bestétigt man, daB das
rdumliche Integral der Lagrange-Dichte verschwindet,
wahrend das der Hamilton-Dichte den Erwartungswert
der Teilchenenergie ergibt.

8. Das Problem der Eichinvarianz

Die vorliegende Theorie kann nicht invariant gegen
allgemeine Eichtransformationen sein, weil (11), (12)
und (13) dies nicht zulassen. Man kann aber zeigen,
daB Invarianz in Bezug auf solche Transformationen
besteht, welche die Massenfunktion m(r,t) nur sehr
wenig dndern.

Die elektromagnetischen Potentiale transformieren
sich bekanntlich gemi3 den Beziehungen:

A'(r,t) = A(r,t) + grad (r,1), (39)
U + V(rt)=U-+ V(rt) — (@ e,t)or). (40)

Die Masse m transformiert sich dann gemil

m'(r,t) = m(r,t) — (e/c?) (Sp/ot)
41)
=m(r,t) (1 — x(r,1)).
" Es soll vorausgesetzt werden, dal

|%] = |(eg/mc?)| < 1 (42)

gilt. Im Hamilton-Operator transformieren sich die
einzelnen Bestandteile folgendermalien:

p=p+egrade, (43)

A/m’)y = (A/m) (1 — %)~1

=(1/m) (1 + =) + 0(2). @

Wegen (42) kann man hier die Entwicklung nach dem
in x linearen Glied abbrechen. In der Funktion G’ (r,1),
die sich in der Form

G'(r,t) = (22 {ym’) A (1/m)

45
+ (c2/2) (m" — (md/m")) =
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darstellen 14Bt, kann man im ersten Term von der sehr
kleinen Massendanderung absehen, da dieser Term ohne-
hin schon sehr klein ist. Mit (41) und (44) erhilt man

dann (46)
G'(r,1) = G (r,1) — (xc2/2) (m + (m3/m)) + O ().

Damit ergibt sich die transformierte Wellengleichung

H' @' (r,t) = ik (2/0t) D'(r,t) 47
mit dem Hamilton-Operator
H =0 +»p -(1/2m)p" — (ih/2m) grad = - p’ @8)

— G (r,1) + (xc2/2) (m + (m/m)) .

Da x eine sehr kleine GroBe ist, gilt in niedrigster Nihe-
rung, d.h. fir » - 0: 49)

p-(12m)p' @ = (2/2) (m — (m3|m)) &’ + ihd".

Dies kann man benutzen, um den Term
»xp’-(1/2m) p’® umzuformen. Man erhdlt dann mit
(41) bis auf Glieder héherer Ordnung in x:

(p"-(1/2m)p" — G (r,t) —ep — (ih/2m) gradx - p’) D’
=ihd" (1 +x%). (50)

Nun ist wegen (12) und,(32) das Glied | A d3'| schon sehr
klein, sodal man |x# @’| als ein von hoherer Ordnung
kleines Glied vernachldssigen darf. Es gelte ferner

|hgrad=-p’®@'| < p2 D' | =2m G |xD’|. (51)
Dann erhélt man
(P -(12m)p" — G(r,t) — eg) ® = ih ¥ . (52)
Diese Wellengleichung wird erfiillt durch die Losung
D' (r,t) = D(r,t) exp [(— ielh) g(r,1)]. (53)

Hieraus folgt unmittelbar, daB die Teilchendichte eine
Invariante in bezug auf Eichtransformationen ist. Fiir
die Teilchenstromdichte erhidlt man

J(rt) =jlr,t) (1 + x(r,1)) .

Sie ist nicht streng invariant, sondern nur in der Nihe-
rung, in der man xj vernachlidssigen kann.

Die Abschdtzung (51) 14Bt sich mit |p’®’| ~ [pD’|
noch vereinfachen. Man erhilt damit

lgrad x| < (p/h) || .

(54

(55)

Die Vernachldssigung ist also erlaubt, wenn sich die
Funktion x(r,?) innerhalb einer Elektronenldngenwelle
praktisch nicht dndert. Im Rahmen dieser sehr schwa-
chen Einschrinkung und der Bedingung (42) ist die
Eichinvarianz der Theorie gewihrleistet.

Als Sonderfall der Formeln (39) bis (55) ergibt sich,
daB fiir x = 0, also fiir ¢ = @(r) und damit fiir m" = m
die Eichinvarianz streng gilt.
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9. Die kriftefreie Teilchenbewegung

Im Fall der kriftefreien Bewegung [V (r,f) = 0,
A(r,t) = 0] werden die beiden Wellengleichungen (14)
und (22) bis auf einen bedeutungslosen konstanten
Faktor identisch. Es gilt

— (B22m) Ay (r,t) — (p2/2m) y(r,t) = ik p(r,t) (56)

mit m = my + (e/c2) U = const, p2 = (m2 — m3) c2
= const. Eine mogliche Losung ist die ebene Welle

p = Aexp (ikz — io(k)t). 57

(Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man die
z-Achse des kartesischen Koordinatensystems stets in
Richtung der Wellennormalen legen).

Das Einsetzen von (57) in (56) fiihrt auf die Disper-
sionsgleichung

w (k) = (hk2/2m) — (p2[2mh) . (58)

Aus der Einschrinkung (12) folgt, daB w(k) nur sehr
kleine Werte annehmen darf, es muf3

lw(k)| < mc2[h (59)

gelten; in (58) sind also die beiden Terme auf der
rechten Seite annidhernd gleich groB und von der Gro-
Benordnung mc2/. Die Wellengleichung (56) eignet
sich ndmlich nur zur Beschreibung von Wellenpaketen,
deren Spektrum im k-Raum sehr eng begrenzt ist:
|k — ko| < |ko|. Speziell gelte fiir ein ebenes Wellen-
paket in z-Richtung
ko+ 0k

v(z,1) = [ a(k — ko) exp (ikz — iw(k)t) dk ,

ko~ ok
|0k| < |kol . (60)

Die Wellenzahl kj, den Mittelwert im k-Spektrum,
wird man der Einfachheit halber so wahlen, daB3 w (ko)
verschwindet; nach (58) gilt dann

ko = (p/h) . (61)

Fiir Wellenpakete der Form (60) errechnet sich aus
(58) die Gruppengeschwindigkeit zu

v = (dw(k)/dk) = (hk/m), (62)

und da k in der Nihe von ko liegt, ist die Gruppen-
geschwindigkeit annidhernd gleich der klassischen Teil-
chengeschwindigkeit p/m. Dasselbe ergibt sich im Rah-
men der hier genannten Einschrankungen auch aus der
Klein-Gordon-Gleichung, sodaB diesbeziiglich keine
Diskrepanz besteht. Fiir die zweite Ableitung von w
nach k, welche die Dispersion des Wellenpakets be-
stimmt, erhdlt man hier

o’ (k) = (hlm) (63)

wihrend die Klein-Gordon-Gleichung den Wert
Aimg m=3 ergibt. Diese Diskrepanz ist gewdhnlich nicht
von Interesse, da eine genaue Berechnung des Disper-
sionsverhaltens von Wellenpaketen selten benétigt wird.
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10. Anwendungsmoglichkeiten fiir die relativistische
Wellengleichung

a) Bewegung relativistischer Teilchen in statischen elek-
trischen oder magnetischen Feldern

Man kann in diesem Fall die Zeitabhingigkeit der
Wellenfunktion vollstindig mit dem Exponentialglied
von (11) erfassen, und (14) reduziert sich auf p2 y(r)
= p2(r) w(r). Mit einer Wellengleichung von diesem
Typus wurden Beugungs!- und Streuvorgidnge? rela-
tivistischer Elektronen ohne Beriicksichtigung des Spins
errechnet, wobei gewoOhnlich von der nichtrelativisti-
schen Schrodinger-Gleichung ausgegangen wird und
die relativistische Verdnderung von Masse und Wellen-
linge als Korrektur hinzugenommen wird. Die in
dieser Arbeit dargestellte allgemeinere Theorie gestattet,
solche Vorgédnge auch nichtstationdr, d.h. mit Wellen-
paketen endlicher Ausdehnung zu behandeln, wie eine
vollstindigere Theorie erfordert. Eine Durchfiihrung
dieses Programms wiirde den Rahmen dieser Abhand-
lung bei weitem iibersteigen, weshalb hier darauf ver-
zichtet werden mubB.

b) Bewegung relativistischer Teilchen in hochfrequenten
elektromagnetischen Feldern

Hier gestattet die Wellengleichung (22) eine Uber-
tragung der Methoden der nichtrelativistischen Theorie
auf Wechselwirkungsvorginge im relativistischen Be-
reich, sofern dabei der Teilchenspin keine Rolle. spielt.
Die Néiherungsannahme (12) ist erfiillbar fiir Oszil-
lationsfrequenzen der &duBeren elektromagnetischen
Felder bis in den Bereich weicher Rontgenstrahlen
hinein.

Eine besondere Vereinfachung erzielt man, wenn
man durch eine geeignete Eichtransformation das
skalare Wechselwirkungspotential ¥V (r,t) zum Ver-
schwinden bringt, wodurch das Vektorpotentialfeld
A(r,t) quellfrei und damit transversal wird. Dann ‘ist
m = const = M; der Unterschied zwischen den Wel-

lenfunktionen y(r,t) und @(r,t) verschwindet und man
erhdlt die Wellengleichung in der Form p2y =
= p2y + 2hmiy, wobei neben m auch p eine Kon-
stante ist. In anderen Fillen, wo man das skalare
Potential V (r,t) nicht ohne weiteres zum Verschwinden
bringen kann, muB man dagegen den allgemeineren
Formalismus verwenden.

¢) Anwendung auf die Bewegung anderer Arten gelade-
ner Teilchen

Die Wellengleichung (14) bzw. (22) wurde aus der
Diracschen Gleichung fiir Elektronen durch Vernach-
lassigung von Spineffekten gewonnen. Damit fallen
charakteristische Eigenschaften der Elektronen fort,
die Wellengleichung hat dann einen groBeren Giiltig-
keitsbereich. Sie kann beispielsweise auch auf die
relativistische Bewegung von Protonen angewandt wer-
den, wenn man die Ladung —e durch +e ersetzt.
Allgemein eignet sie sich zur wellenmechanischen Be-
schreibung der Bewegung aller Arten geladener Teil-
chen.

Zusammenfassung

Als Resultat dieser Arbeit ist festzustellen, daB die
aus der nichtrelativistischen Wellenmechanik bekannten
Methoden sich in relativ einfacher Weise so verall-
gemeinern lassen, daB sie auch in relativistischen Be-
reichen anwendbar werden, sofern man auf die Lorentz-
invarianz der entstehenden Formeln verzichtet und
sich dabei auf Vorginge mit geringer Energieunscharfe
beschrinkt. Wenngleich dieses Resultat nicht prinzipiell
neu ist, so diirfte die in dieser Arbeit dargestellte ein-
fache Systematik der relativistischen Wellenmechanik
doch von Interesse sein.

1 Siehe z.B. W. GLaser, Grundlagen der Elektronenoptik,
Springer Verlag, Wien 1952, S. 648ff..

2 Siehe z.B. F. LEnz, Z. Naturforsch. 9a, 158 (1954).



